O Problema de Monty Hall
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Resumo

Trataremos de forma breve, através do Problema de Monty Hall, de como
principios probabilisticos sao usados erroneamente em nosso dia a dia.

Introducao

Jogos e seriados, esses talves sejam os maiores detentores de sucesso entre
os jovens nos dias atuais. Procuraremos, sem grandes pretencoes, usa-los
como artificios para nos dirigirmos a uma breve reflexao sobre alguns dos
principios bésicos da Teoria de Probabilidades que usamos indistintamente
em nosso dia a dia.

1 Pagando a Faculdade com Jogos de Azar

Hoje os estudantes dispoem de uma boa quantidade de bolsas para auxilié-
los em seus estudos. Mas nem sempre foi assim.

No inicio do Século XV I encontramos um ilustre personangem na histo-
ria da matematica, com alguns episoddios dignos de serem lembrados. Esta-
mos falando de Gerolamo Cardano (como no original), ou Jerénimo Cardano
(como preferem escrever alguns), matematico de origem italiana nascido em
1501.

Cardano com certeza nao foi a crianga mais sor-
tuda do mundo, sua mae Chiara, que apesar de ter
outros trés filhos nao gostava de criancas, quando
soube estar gravida de Cardano tomou uma espé-
cie de pilula do dia seguinte (na verdade um cha de
losna, grao de cavada queimado e raiz de tamarisco).
Fruto da aleatoriedade, Cardano nao sofreu mal al-
gum pelo cha engerido. Logo apoés o nascimento de
Cardano a parteira informou a Chiara que o bebé
nao viveria mais que algumas horas. Indo contra a

Girolamo Cardano
{1501-1576)

Fig. 1: Pintura de
Cardano
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torcida de sua mae Cardano novamente sobreviveu. Considerado por todos
uma crianga fraca e doente Cardano, junto com seus trés irmaos, foi atingido
pela Peste Negra' que assolou a europa naquele século. Uma pessoa tinha es-
pectativa de vida de no maximo uma semana apés o aperecimento da doenca.
Mas uma vez, mostrando ser dono de uma grande "sorte”, Cardano escapa
da morte, perdendo porém seus irmaos. Além das verrugas espalhadas por
todo o rosto, Cardano recebeu da Peste Negra o destino de viver quase 75
anos.

Em 1516 Cardano descidiu por ir estudar medicina em Pavia, o que cau-
sou um certo empasse com seu pai, Fazio Cardano, que desejava que Cardano
estudasse direito, uma vez que receberia um estipéndio anual de 100 coroas
para pagar suas despesas. ApoOs discussoes familiares Fazio autorizou que
cardano fosse estudar medicina, mas restava ainda uma questao: sem o es-
tipéndio, como ele pagaria se manteria em Pavia? Neste ponto Cardano ja
havia comecado a guardar o dinheiro que ganhava escrevendo horéscopos e
dando aulas de geometria. Mas algum tempo depois ele percebeu que ti-
nha uma certa "sorte” com jogos de apostas, os quais lhe rendiam dinheiro
muito mais rédpido. Naquele tempo qualquer lugar era o lugar certo para
quem deseja-se fazer apostas. Faziam-se apostas em jogos de cartaz, gamao,
dados e até mesmo xadres. Cardano classificava os jogos em duas classes dis-
tintas: os que envolviam alguma estratégia e os que dependiam puramente
do acaso. Ele passou a apostar em jogos que dependiam puramente do acaso,
pois nesses jogos tinha as mesmas chances que qualquer outra pessoa. Na
verdade Cardano levava alguma vantagem sobre seus adversarios, pois ja
havia compreendido certos fatos sobre situagoes controladas pelo acaso. Em
1520 ja havia economizado mais de 1000 coroas para pagar seus estudos, logo
em seguida se matriculou no curso de medicina em Pavia. Mas talves umas
das moiores herangas de Cardano para a matemaética tenha sido seu livro "O
Livro dos Jogos de Azar" , que apesar de conter varios erros influenciados
pelo génio forte e o vicio em jogos de Cardano, foi o primeiro a usar a idéia de
Espagco Amostral, hoje um dos conceitos basicos da Teoria de Probabilidades.
Na linguagem moderna, a regra de Cardano é expressa da seguinta maneira:

Suponha que um processo aleatorio tenha muitos resultados igualmente
provaveis, alguns favordveis (ou seja, ganhar), outros desfavordveis (ou seja,
perder). A probabilidade de obtermos um resultado favordvel é igual & pro-
porcao entre os resultados favordveis e o total de resultados possivéis. O
conjunto de todos os resultados possivéis € chamado de Espaco Amostral ou
de forma equivalente:

L A peste era formada por trés doencas(veja 1)
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A
Probabilidade de A = %, onde #A = numero de eventos favoraveis
possiveis e #) = nimero total de eventos possiveis.
[sso nos permite dizer, por exemplo, que para um dado nao viciado a

probabilidade de um lado aparecer em um lancamento é de —.

Na verdade principios basicos de probabilidade aparecem em mnosso dia
a dia, principalmente quando fazemos escolhas, seja ela na sentenca dada
por um juri no tribunal ou em jogos de azar, muitas das quais veremos
sao feitas de maneiras erradas por nao compreendermos os sutis principios
probabilisticos envolvidos nessas ocasioes.

2 Casos de Justica

Desrespeitamos um pouco a ordem cronolégica dos fatos e falaremos agora
sobre um caso de justica no minimo intrigante. Muitos com certeza ja viram
em filmes ou em séries de televisao o uso de exames de DNA em investigagoes
criminais (principalmente os fans da série CSI). Provavelmente a maioria das
pessoas tem a idéia passada por esses filmes e séries de que esses exames sao
praticamente infaliveis. Em diversos tribunais por todo o mundo promotores
e defensores usam argumento semelhante a este para convencer o juri presente
da culpa ou inocéncia do réu, proferindo eloquentemente que a chance de que
um desses exames esteja errado ¢ de menos de uma em um milhao ou uma
em um bilhao.

Um outro dado nao muito divulgado nesses meios é a chance de erros
serem cometidos cometidos na coleta e manuseio dessas amostras, que pode
chegar a ser de uma em cem, o que bem menos que a taxa de erros nos exames.
O Laboratoério de Criminologia da Cidade da Filadélfia, por exemplo, admitiu
ter trocado as amostras de referéncia do réu e da vitima num caso de estrupo
e a companhia Cellmark Diagnostics (veja 6) confessou ter cometido erro
semelhante.

Para continuarmos de forma mais eficiente essa discussao vamos fazer uso
da seguinte lei de probabilidade:

Lei de Probabilidade 2.1: ? Se um evento pode ter diferentes resultados pos-
siveis A, B,C e assim por diante, a possibilidade de que A ou B ocorra e
igual a somas das probabilidades individuais de A e B. Além disso a soma
das probabilidades de todos os resultados possiveis é igual a 1.

2 Os eventos aleatérios aos quais serdo aplicados tal lei devem satisfazer algumas con-
digoes( veja 3, pag.119)
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Usando essa Lei de Probabilidades podemos ver claramente que a chance
de erro em alguma das etapas do exame de DNA seria dada por

1 11
1.000.000.000 * 100 — 100

Dadas as causas possiveis, portanto, deveriamos ignorar o testemunho
mirabolante do especialista e nos concentrar na taxa de erros laboratoriais
que é muito mais elevada - justamente a informacao que os advogados sao
proibidos de levar aos tribunais. Assim as tao repetidas falas sobre infalibi-
lidade dos exames de DNA sao exageradas, diga-se de passagem o historico
caso de Timothy Durham.

Em 31 de maio de 1991 uma menina de onze anos de idade foi violenta-
mente estuprada e sodomizada & beira da piscina de sua residéncia em Tulsa,
Oklahoma. Dois anos mais tarde, Timothy Durham foi injustamente acu-
sado e condenado pelo crime. Os investigadores tinham apenas os cabelos e
sémen, provas inconclusivas encontradas na cena do crime e uma vaga descri-
¢ao do atacante feita pela vitima . A investigagdo comecgou a concentrar-se
em torno de Timothy Durham, um residente local com uma histéria de pre-
cedente criminal, que incluia armas de fogo e violagao de condicional. No seu
julgamento de 1993, os promotores apresentaram provas forenses que apon-
tavam para Durham. Um analista testemunhou que ele havia comparado os
cabelos da cena do crime com o cabelo Durham e encontrou caracteristicas
semelhantes que ele tinha visto em "menos de 5 %"das amostras de cabelo
que ele tinha examinado. Nao ha suficientes dados empiricos sobre a freqiién-
cia de caracteristicas diversas classes de cabelo humano. Por isso, é invalida
para um analista caracterizar se a consisténcia é um evento raro ou comum.
Durham foi condenado por miltiplas acusagdes de primeiro grau, incluindo
estupro, sodomia forcada, e tentativa de roubo. Apesar do depoimento de
onze testemunhas que disseram que Durham estava em uma competicao de
tiro ao alvo em Dallas, no momento do estupro, a acusagao foi bem sucedida
em convencer o juri da culpa de Durham. Sua pena total: mais de 3100 anos.

Em 1996, Durham contatou o Innocence Project(Projeto Inocéncia) e
solicitou que um teste de DNA fosse realizado nas provas fisicas que haviam
sido descobertas na cena do crime. O teste revelou que o sémen encontrado
no maid da vitima nao poderia ter vindo de Durham. Esta revelacao colocou
a acusacao da promotoria além do reino da plausibilidade e apontou a culpa
de um estuprador condenado chamado Jess Garrison, que se mudou para
Tulsa na sequéncia da sua liberdade condicional. Em dezembro de 1991, um
més depois que Durham foi acusado, Garrison foi encontrado enforcado em
um armazém, o que acabou por ser considerado um suicidio.



3 O Problema de Monty Hall 5

3 O Problema de Monty Hall

Certamente a maioria de nos crescemos bem familiarizados com aqueles
programas de televisao em que vocé tem portas ou maletas, as quais escondem
prémios, e onde pessoas precisam escolher em qual porta ou maleta estard
o melhor prémio. Veremos como programas de TV como esse ja causaram
grandes impactos no meio matemaético.

Marylin Vos Savant, famosa colunista americana com um dos QI’s mais
altos do século XX, escreveu certa vez em sua coluna Ask Marylin, na revista
Parade, a seguinte pergunta:

Suponha que um convidado estd em um programa
de televisao e deve escolher entre trés portas, uma
das quais esconde um automovel e as outras duas
dois bodes. O convidado escolhe uma das portas. Em
sequida, o apresentador, que sabe o que as portas es-
condem, escolhe uma das duas restantes mostrando
um bode. Ele entao pergunta ao convidado: vocé quer
trocar de porta? O problema é: é vantajoso para o Fig. 2: Marylin ~ Vos
convidado fazé-lo? Se o fizer, qual a sua probabili- Savant
dade de ganhar o automdvel?

A pergunta foi inspirada nas regras do programa norte americano de Tv
Let’s Make a Deal, transmitido entre 1963 e 1971, tendo como apresentador
o simpatico Monty Hall.

Nao é dificil ver que temos duas portas onde se
abrirmos uma, ganhamos, e se abrirmos outra, per-
demos. Logo a chance de ganhar é de 50% em cada
porta e, portanto, tanto faz qual porta escolhemos,
certo? Errado! Milhares de pessoas também ficaram
surpresas quando Marilyn afirmou em sua coluna que
a melhor opcao seria trocarmos de porta.

Marilyn recebeu cerca de 10 mil cartas de lei-
tores sobre o assunto, sendo que aproximadamente
92% delas discordavam da opniao de Marylin. Nao
basta-se tao numerosa repressao a resposta de Mary-
lin, algumas cartas haviam sido escritas por PhD’s
em Matematica. Um matematico da Universidade  Fig. 3: Monty Hall
George Mason escreveu:

Deixe-me explicar: se mostramos que uma das portas nao contém o prémio,

essa informgao altera a probabilidade das duas escolhas recentes para % -e

nenhuma das duas portas apresenta apresenta motivos para ter maior
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probabilidade que a outra. Como matemdtico profissional, estou muitop
preucupado com a falta do conhecimento do publico matemdtico em geral.
Por favor, ajudea melhorar essa situagao confessando seu erro e sendo mais
cuidadosa no futuro.

Mal sabia ele, como ela estava ajudando a matemética. O mateméatico
Paul Erdoés, famoso pelo niimero de Erdos e também pela frase "Um mate-
mdtico € uma mdquina para transformar café em teoremas”, foi mais um a
ficar irritado com a resposta de Marylin e mais irritado ainda ao receber de
outro matematico uma demonstracao formal de que Marylin estava certa.

E o mais incrivel e que a solucao desse pro-
blema nao requer grandes conhecimentos matemaé-
ticos. Mais precisamente a principal ferramente sera
a Lei do Espago Amostral(veja ). Porém, requer um
pensamento logico cuidadoso.

Estamos de frente para trés portas: atras de uma
delas existe algo valioso, digamos um carro; atras das
outras duas, um item menos interessante, digamos
uma camisa de uniforme do E.C. XV de Jau. Esco-
lhemos a porta niimero 1. O espago amostral neste
caso, € a lista dos trés resultados possiveis:

Fig. 4: Paul Erdos

e O carro esta atras da porta 1.
e O carro esta atras da porta 2.

e O carro esta atras da porta 3.
Pela lei do espaco amostral, cada uma dessas possibilidades tem pro-
babilidade de % de ocorrer.

Aqui temos dois cenarios:

1. Chute Certo: Escolhemos a porta que esconde o carro.

2. Chute Errado: escolhemos uma das portas com a camisa do E.C. XV
de Jan.

Vamos analisar separadamente cada um dos casos:

Chute Certo Neste cenario sabemos que a porta escolhida é a porta que
esconde o carro. Ao apresentador abrir uma das portas que escondem
uma camisa do E.C. XV de Jat, caso fagcamos a troca iremos perder
o carro que estava em nossa porta. Observe porém que temos % de
probabilidade de fazermos essa escolha certa.
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Chute Errado Neste cenario sabemos que a porta escolhida é alguma das
portas que escondem uma camisado E.C. XV de Jau. Ao apresentador
abrir a outra das portas que esconde uma camisa do E.C. XV de Jau,
caso facamos a troca estaremos trocando uma camisa do E.C. XV de
Jai por um belo carro. Observe porém que temos % de probabilidade
de escolhermos uma das portas erradas.

Pensando dessa forma sobre a situacao, observamo que ao usarmos a
estratégia de fazer a troca de portas temos % de probabilidade de sairmos
com o carro. Por outro lado, temos % de probabilidade de perdermos o carro.

Assim podemos concluir que a menos que a estejamos amaldigoados por
algum praticante de magia negra, a melhor coisa que temos a fazer é trocar
a nossa porta. Este problema nos fornesce um belo exemplo de como o
publico matemaético, em geral, comete varios erros ao lidar com problemas de
aleatoriedade que surgem no dia a dia. Alguns outros problemas interessantes
podem ser encontrados em 1.
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